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摘 要：令H为无限维复可分的Hilbert空间，B (H ) 为H上有界线性算子的全体。σ (T ) 表示算子T ∈ B (H ) 的谱

集。称算子 T ∈ B (H ) 满足 (R ) 性质，若σa (T ) \ σab (T ) = π00 (T )，其中σa (T )，σab (T ) 分别表示算子 T的逼近点谱

和Browder本质逼近点谱，π00 (T ) = { λ ∈ iso σ (T )：0 < n(T - λI ) < +∞ }. 给出了有界线性算子满足 (R ) 性质的新的

判定方法，并讨论了算子的 (R ) 性质和亚循环性之间的关系。
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The property （R） and the hypercyclic property 

for bounded linear operators
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Abstract： Let H be an infinite dimensional separable complex Hilbert space and B (H ) be the algebra 

of all bounded linear operators on H. σ (T ) denotes the spectrum of T ∈ B (H ). T ∈ B (H ) is said to satisfy 

property (R ) if σa (T ) \ σab (T ) = π00 (T )， where σa (T )  and σab (T ) denote the approximate point spec‐

trum and the Browder essential approximate spectrum of T respectively， π00 (T ) = { λ ∈ iso σ (T )：0 <
n (T - λI ) < +∞ }. A new judgement for property (R ) for bounded linear operator is given. In additional， 

the relations between the property (R ) and the hypercyclic property are considered.
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在本文，H表示无限维复可分的 Hilbert 空间，B (H ) 为H上的有界线性算子的全体。对集合 E ⊆ C，

用 isoE表示E中孤立点的全体，accE表示E中聚点的全体。如果 iso σ (T ) ⊆ σp (T )，则称T为 isoloid算子，

其中σp (T ) 为算子T的点谱，即σp (T ) = { λ ∈ C：T - λI不为单算子}。设T ∈ B (H )，R (T ) 和N (T ) 分别表示

T的值域和零空间，令 n (T ) = dim N (T )，d (T ) = dim(H/R (T ) )，算子T ∈ B (H ) 称为上半Fredholm算子，若

T的值域R (T ) 闭且 n (T ) < +∞；如果 d (T ) < +∞，那么称 T ∈ B (H ) 为下半 Fredholm 算子。T ∈ B (H )，若 T
既为上半 Fredholm 算子又为下半 Fredholm 算子，则称为 Fredholm 算子。对一个半 Fredholm 算子 T来说，

无论上半或者下半，其指标定义为 ind (T ) = n (T ) - d (T ). 算子T的升标 asc(T ) 定义为满足N (Tn ) = N (Tn + 1 )
的最小非负整数 n，如果其不存在，那么我们记 asc(T ) = +∞；而 T的降标 des(T ) 定义为满足 R (Tn ) =
R (Tn + 1 )的最小非负整数 n，如果其不存在，那么我们记 des(T ) = +∞. T称为是Weyl 算子，如果T是指标为

零的 Fredholm算子；我们把Browder算子定义为有有限升降标的 Fredholm算子。特别地，称 T ∈ B (H ) 为
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下有界算子则是指T是上半Fredholm算子且 n (T ) = 0.令σ (T )、σa (T )、σw (T )、σb (T )、σea (T ) 和σab (T ) 分
别表示 T的谱、逼近点谱、Weyl 谱、Browder 谱、本质逼近点谱和 Browder 本质逼近点谱。其具体定义

如下：

算子T的谱σ (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是可逆算子}；
算子T的逼近点谱σa (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是下有界算子}；
算子T的Weyl谱σw (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是Weyl算子}；
算子T的Browder谱σb (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是Browder算子}；
算子T的本质逼近点谱σea (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是上半Fredholm算子或 ind (T - λI ) > 0 }；
算子T的Browder逼近点谱σab (T ) ≔ { λ ∈ C ：T - λI不是上半Fredholm算子或 asc(T - λI ) = +∞ }.
记 ρw (T ) = C\ σw (T )，ρb (T ) = C\ σb (T )，σ0 (T ) = σ (T ) \ σb (T )，ρea (T ) = C\ σea (T )，用D表示单位圆。

Weyl（1909）发现 Hilbert 空间中自伴算子的 Weyl 谱恰好与该算子的谱集除去有限重的孤立特征值相

同，这个结论被称作Weyl定理。之后，随着许多数学学者将Weyl定理深入的研究，发现了一些变型和推

广（Harte，1997；Rakočević，1985；Rakočević，1989）。其中 (R ) 性质是 Weyl定理的一种变型，近年来备受关

注（Aiena et al.，2011；Aiena et al.，2013；Jia，2020）。目前对于 (R ) 性质的判定，除了定义，没有别的办法。

算子的其他谱集和 (R ) 性质之间有什么关系？这是我们应该考虑的问题。由于 (R ) 性质和算子的升降标、

Fredholm指标以及Fredholm摄动理论等有着密切的关系，于是我们希望用算子的升降标、指标以及Fred‐

holm算子的摄动理论给出 (R ) 性质的新的判定方法。这样将 (R ) 性质的判定方法多样化。在本文中，利用

新的谱集，我们给出了 (R ) 性质的新的判定方法。之后讨论了算子的 (R ) 性质和亚循环性之间的关系。

1 有界线性算子的（R）性质的判定

对T ∈ B (H )，若

σa (T ) \ σab (T ) = π00 (T )，
称T满足 (R ) 性质（记作T ∈ (R )），其中π00 (T ) = { λ ∈  iso σ (T ) ： 0 < n (T - λI ) < +∞ }.

首先，我们定义一个新的谱集，令

ρ1 (T ) = {λ ∈ C ：n (T - λI ) < +∞，且存在ε > 0，使得

        当0 < || μ - λ < ε时， }μ ∉ σw (T )并且N (T - μI ) ⊆ ∩
n = 1

∞
R [ (T - μI ) n ] .

令σ1 (T ) = C\ ρ1 (T )，显然σ1 (T ) ⊆ σw (T ) ⊆ σb (T ) ⊆ σ (T ).
下面我们用σ1 (T ) 给出 (R ) 性质的新的判定方法。

定 理 1   设 T ∈ B (H )， 则 T 满 足 (R ) 性 质 当 且 仅 当 σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ： 

asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.
证明   设 T满足 (R ) 性质。包含关系 [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪{ λ ∈ σ (T ) ：

n (T - λI ) = 0 } ⊆ σb (T ) 显然成立。

下证σb (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI )= 0 }.
对任给 λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }，不妨设

λ0 ∈ σ (T )，则 n (T - λ0 I ) > 0. 由 λ0 ∉ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ }知存在 ε′ > 0 使得当 0 < || λ - λ0 < ε′
时，asc(T - λI ) < +∞.下面分为两种情况：

情况 I：λ0 ∉ σ1 (T ).
由 ρ1 (T ) 的定义知 n (T - λ0 I ) < +∞，且存在 ε > 0 （ε < ε′），使得当 0 < || λ - λ0 < ε时，T - λI为

Weyl 算 子 且 N (T - λI ) ⊆ ∩
n = 1

∞
R [ (T - λI ) n ]. 又 由 于 asc(T - λI ) < +∞， 则 N (T - λI ) = N (T -

λI ) ∩ ∩
n = 1

∞
R [ (T - λI ) n ] = { 0 }（见引理 3.4（Taylor，1966））。于是 T - λI可逆，从而 λ0 ∈ iso σ (T ). 又 0 < n (T -
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λ0 I ) < +∞，故λ0 ∈ π00 (T ). 由T满足 (R ) 性质知，λ0 ∉ σb (T ).
情况 II：λ0 ∉ σea (T ).
此时存在 ε > 0 （ε < ε′）， 使得当 0 < || μ - λ0 < ε时，T - μI为上半 Fredholm 算子，ind(T - μI ) ≤ 0

且 N (T - μI ) ⊆ ∩
n = 1

∞
R [ (T - μI ) n ]. 类似于情况 I 的证明，可得 N (T - μI ) = { 0 }，即 T - μI下有界，于是

λ0 ∈ σa (T ) \ σab (T ). 由T满足 (R ) 性质知λ0 ∉ σb (T ). 由上述证明知σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：
asc(T - λI ) = +∞ } ∪{ λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.

反 之 ， 由 于 [ σa (T ) \ σab (T ) ∪ π00 (T ) ] ∩ { [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ： asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ 

σ (T ) ： n (T - λI ) = 0 } } = ∅， 故 { [ σa (T ) \ σab (T ) ∪ π00 (T ) ] ∩ σb (T ) } = ∅， 于 是 σa (T ) \ σab (T ) ⊆ ρb (T )，
π00 (T ) ⊆ ρb (T ). 这样就有σa (T ) \ σab (T ) = π00 (T )，即T满足 (R ) 性质。 证毕

注1   在定理1中，当T满足 (R ) 性质时，σb (T ) 分解的三部分缺一不可。

例 1   令 A，B ∈ B (ℓ2 ) 定义为：A( x1，x2，x3，⋯) = ( )0，0，x22 ，
x33 ，⋯ ，B ( x1，x2，x3，⋯) = ( )x1，

x22 ，
x33 ，⋯ . 

定义 T = ( )A 0
0 B

∈ B (ℓ2⊕ℓ2 ). 因为 σa (T ) = { }0，1，1
2，

1
3，⋯ ，σab (T ) = { 0 }且 π00 (T ) = { }1，1

2，
1
3，⋯ ，则 T

满足 (R ) 性质。但由于σb (T ) = { 0 }且 acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } = { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } = ∅，故

σb (T ) ≠ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.
例 2   令A，B ∈ B (ℓ2 )定义为：A( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3⋯)，B ( x1，x2，x3，⋯) = ( x2，x3，x4⋯). 定义T =

( )A 0
0 B

∈ B (ℓ2⊕ℓ2 ). 因为σa (T ) = D，σab (T ) = D且π00 (T ) = ∅，则T满足 (R ) 性质。但由于σb (T ) = D，且

[ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] = T， { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } = ∅，故 σb (T ) ≠ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T -
λI ) = 0 }.

例 3   令 T ∈ B (ℓ2 ) 定义为：T ( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3⋯). 由于 σa (T ) = σab (T ) = { λ ∈ C ： || λ = 1}，
π00 (T ) = ∅，故 T满足 (R ) 性质。但由于 σb (T ) = D，且 [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] = T，acc { λ ∈ C ： asc(T - λI ) =
+∞ } = ∅，故σb (T ) ≠ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ }.

注2   在定理1中，将“σ1 (T ) ∩ σea (T )”改为σ1 (T ) 或σea (T )，不能推出T满足 (R ) 性质。

例4   令T ∈ B (ℓ2 )定义为T ( x1，x2，x3，⋯) = ( )0，0，x22 ，
x33 ，⋯ . 则

σb (T ) = σea (T ) ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } = { 0 }.
由于σa (T ) = σab (T ) = { 0 }，π00 (T ) = { 0 }，即σa (T ) \ σab (T ) ≠ π00 (T )，故T不满足 (R ) 性质。

例 5   令 A，B ∈ B (ℓ2 ) 定义为：A( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3，⋯)，B ( x1，x2，x3，⋯) = (0，x2，x3，x4，⋯). 设
T = ( )A 0

0 B
∈ B (ℓ2⊕ℓ2 ). 则 σb (T ) = σ1 (T ) ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.

但是由于 σa (T ) = { 0 } ∪ { λ ∈ C ： || λ = 1}，σab (T ) = { λ ∈ C ： || λ = 1}，π00 (T ) = ∅，故 σa (T ) \ σab (T ) ≠ π00 (T )，
从而T不满足 (R ) 性质。

算子的其他谱集和 (R ) 性质之间有什么关系呢？接下来我们继续考虑 (R ) 性质的判定。

令σc (T ) = { λ ∈ C ： R (T - λI )不闭 }. 根据 ρ1 (T ) 的定义可知

[ acc { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ σc (T ) ] ⊆ σ1 (T ) ∩ σea (T )，
{ λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ } ⊆ σ1 (T ) ∩ σea (T ).

又由 [ σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ }，于是当

σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ [ acc { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) }
∩σc (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T )：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }

时，包含关系 σb (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }成
立。又由于反包含显然成立，于是有

σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T )：n (T - λI ) = 0 }.
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从而由定理1知，T满足 (R ) 性质。类似于由定理1的必要性证明，可得：

推论 1   设 T ∈ B (H )，则 T满足 (R ) 性质当且仅当σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc (T -
λI ) = +∞ } ∪ [ acc { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ σc (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T -
λI ) = +∞ }.

我们断言：

[ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ⊆ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ]
   ∪  { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] .

事实上，若 λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) 
∩σc (T ) ]， 不 妨 设 λ0 ∈ σ (T )， 于 是 n (T - λ0 I ) > 0. 若 λ0 ∉ σ1 (T )， 则 λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ]. 下 面 设

λ0 ∈ σ1 (T ). 于是0 < n (T - λ0 I ) < d (T - λ0 I ).下面分两种情况：

情况 I： λ ∉ acc σ (T ). 此时由 ρ1 (T ) 的定义可知，λ0 ∈ ρ1 (T )，于是λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ].
情况 II： λ0 ∉ σc (T ). 于是T - λ0 I为上半Fredholm算子且 ind(T - λ0 I ) < 0，即λ0 ∉ σea (T )，从而再次

证得λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ].
断言得证。

另 外 ， 由 于 [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ]， [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] ⊆ 

[ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ [ ρ1 (T ) ∩  σ (T ) ] ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞}， 根 据 定 理 1， 

可证得下列事实：

推论 2   设 T ∈ B (H )，则 T满足 (R ) 性质当且仅当 σb (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] 
∪acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ].

在前面的定理及推论中，若用 acc σ1 (T ) 代替σ1 (T )，类似于定理1的证明，可证得：

推论3   设T ∈ B (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质；

（ii） σb (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ acciso σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T -
λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }；

（iii） σb (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ acciso σ (T ) ∪ [ acc { λ ∈ C ： 

n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ σc (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }；
（iv）  σb (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T ) ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) 

=+∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }.
由 (R ) 性质的定义，当 [ σa (T ) \σab (T ) ] ∪ π00 (T ) ⊆ ρw (T ) 时，T有 (R ) 性质 .下面我们用σ1 (T ) 与σw (T )

的关系来刻画 (R ) 性质。

定理 2   设 T ∈ B (H )，则 T满足 (R ) 性质当且仅当 σw (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T -λI ) =
0 } ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ].

证明   对必要性，包含关系 [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T -
λI ) = +∞ } ∩  { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ⊆ σw (T ) 显然成立。

对反包含，设 λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈  σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } 
∩{ λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ]. 不妨设 λ0 ∈ σ (T )，则 n (T - λ0 I ) > 0. 由 λ0 ∉ σ1 (T ) ∩ σea (T )，分为两

种情况：

情况 I：λ0 ∉ σ1 (T ).
由定理1的证明可知，

σw (T ) ⊆ σb (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ].
此时可设λ0 ∉ { λ ∈ C：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ]，则 T - λ0 I为 Fredholm算子且 ind (T - λ0 I ) ≥ 0.据 ρ1 (T ) 的
定义以及半Fredholm算子的摄动定理可知，此时T - λ0 I为Weyl算子，于是λ0 ∉ σw (T ).
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情况 II：λ0 ∉ σea (T ).
由定理1的证明可知

σw (T ) ⊆ σb (T ) ⊆ [ σea (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ].
此时我们可设 λ0 ∉ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ]，则 T - λ0 I为 Fredholm 算子且 ind (T - λ0 I ) = 0，

即T - λ0 I为Weyl 算子，于是λ0 ∉ σw (T ).
对充分性，由于

[ σa (T ) \ σab (T ) ∪ π00 (T ) ] ∩ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }
        ∪  [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] = ∅，

故 [ σa (T ) \σab (T ) ∪ π00 (T ) ] ∩ σw (T ) = ∅. 则 σa (T ) \ σab (T ) ⊆ ρw (T )，π00 (T ) ⊆ ρw (T ). 于是 σa (T ) \ σab (T ) =
π00 (T )，即T满足 (R ) 性质。

同样有例子表明，在定理2中，当T满足 (R ) 性质时，σw (T ) 分解的三部分缺一不可。

在定理2中，若用 acc σ1 (T )，则得以下推论：

推论 4   设T ∈ B (H )，则T满足 (R ) 性质当且仅当σw (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T -
λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T -
λI ) = +∞ }.

证明   必要性。由定理2知，

σw (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }
∪[ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] . 

由于σ1 (T ) ∩ σea (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ [ iso σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ⊆ [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ iso σ1 (T )，而

iso σ1 (T ) ⊆ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T ) ∪iso [σ1 (T ) ∩
iso σ (T ) ]，又由于 [ iso σ1 (T ) ∩ iso σ (T ) ] ⊆ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }.
于是

iso σ1 (T ) ⊆ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T )
∪  { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ } .

所以

σw (T ) ⊆ [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ]
∪  acciso σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ } .

反 包 含 显 然 成 立 ， 故 σw (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T -
λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }.

充分性。由于 [ ρea (T ) ∪ ρ1 (T ) ] ∩ acciso σ (T ) = ∅，故 acciso σ (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ].又由

acc σ1 (T ) ∩ σea (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ]，      { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ } ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ]，
于是

σw (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }
∪  [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] .

反包含显然成立，故 σw (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) =
+∞ } ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ]. 由定理2知T满足 (R ) 性质。 证毕

由定理2以及 (R ) 性质之间的定义，结合算子的各种谱集之间的关系，我们可以证得下列结论：

推论5   设T ∈ B (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质；

（ii）σw (T ) = [ σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ σc (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：n (T - λI ) 
< d (T - λI ) } ∩ σc (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ：n (T - λI ) = +∞ }；

（iii） σw (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ ∈ C ：
n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]；

（iv）   σw (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ： n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc { λ ∈ C ： asc(T - λI ) = +∞ } ∩ { λ 

∈ C ： n (T - λI ) < d (T - λI ) } ] ∪ acciso σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T )  ： n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C  ： n (T - λI ) = +∞ } ∪
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[ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]；
（v） σw (T ) = [ acc σ1 (T ) ∩ acc σa (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ： asc(T - λI ) = +∞ } ∩ σc (T ) ] ∪ [ acc { λ ∈ C ：n (T 

-λI ) < d (T - λI ) } ∩ σc (T ) ] ∪ { λ ∈ σ (T ) ： n (T - λI ) = 0 } ∪ { λ ∈ C ： n (T - λI ) = +∞ } ∪ acciso σ (T ).
2 有界线性算子的（R）性质与亚循环性之间的关系

令T ∈ B (H )，对 x ∈ H，x在T下的轨道定义为

Orb(T，x ) = { x，Tx，T 2x，⋯ } .
若 Orb(T，x ) 在H中稠密的，称 x ∈ H为算子 T的亚循环向量。若算子 T有亚循环向量，则称 T为亚循

环算子。下面用HC (H ) 表示B (H ) 上的亚循环算子的全体，
- -- -- ----- --HC (H ) 表示HC (H ) 的范数闭包。亚循环性是

Hilden et al.（1974）引入的。同样，Kitai（1982）给出了亚循环性质的许多基本理论。近年来，算子的亚循

环性和 Weyl定理之间的关系备受关注（Cao，2006；Dai et al.，2021）。(R ) 性质是 Weyl定理的一种变型，于

是算子的亚循环性和 (R ) 性质之间的关系值得我们去考虑。本节中，我们继续这方面的工作，讨论算子的

亚循环性和 (R ) 性质之间的关系。设 ρSF (T ) = { λ ∈ C ：T - λI为半Fredholm算子}. 为此我们先看一个引理：

引理1（Herrero，1991）   设T ∈ B (H )，则T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 当且仅当下列3条成立：

（i）σw (T ) ⋃ ∂D连通；

（ii）σ0 (T ) = σ (T ) \ σb (T ) = ∅；

（iii）对λ ∈ ρSF (T )，有 ind(T - λI ) ≥ 0.

注3   T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) ⇏T ∈ (R )，即T有亚循环性不能说明T满足 (R ) 性质。

例 6   设 A ∈ B (ℓ2 ) 定 义 为 ： A( x1，x2，x3，⋯) = ( )0，0，x22 ，
x33 ，⋯ ， 令 T = A + I. 由 引 理 1 知 ， 

T ∈ - -- -- ----- --HC (H )，但σa (T ) = σab (T ) = π00 (T ) = {1 }，故T不满足 (R ) 性质。

注4   T ∈ (R )⇏T ∈ - -- -- ----- --HC (H ).
例 7   T ∈ B (ℓ2 ) 定 义 为 ： T ( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3⋯)， 则 σa (T ) = σab (T ) = { λ ∈ C ： || λ = 1}，

π00 (T ) = ∅，即T满足 (R ) 性质。但对任给λ ∈ ρSF (T ) 且 || λ < 1，都有 ind (T - λI ) < 0，故T ∉ - -- -- ----- --HC (H ).
注5   存在算子T ∈ B (H )，使得T不满足 (R ) 性质且T ∉ - -- -- ----- --HC (H ).
例8   设A，B ∈ B (ℓ2 )定义为

A( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3⋯)，       B ( x1，x2，x3，⋯) = (0，x2，x3，x4⋯).
令 T = ( )A 0

0 B
∈ B (ℓ2⊕ℓ2 ). 由于σa (T ) = { 0 } ∪ { λ ∈ C ： || λ = 1}，σab (T ) = { λ ∈ C ： || λ = 1}，π00 (T ) = ∅，

于是T不满足 (R ) 性质。由于对于λ ∈ ρSF (T ) 且 || λ < 1都有 ind (T - λI ) < 0，故T ∉ - -- -- ----- --HC (H ).
注6   若T ∈ - -- -- ----- --HC (H )，则σa (T ) = σab (T ) = σ (T ). 于是当T ∈ - -- -- ----- --HC (H )时， T有 (R ) 性质当且仅当π00 (T ) = ∅.

由注 3~6可知，T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 与 T满足 (R ) 性质没有必然的联系，并且这两种性质不一定同时成立。下

面我们给出这两种性质同时成立的条件：

定理 3   设σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ： n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]连通。若多项式 p

满足：存在λ0 ∈ σ (T ) 使得 || p (λ0 ) = 1，则 p (T ) ∈ - -- -- ----- --HC (H ).
证明   由于

σ0 (T ) ∩ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ： n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] = ∅，     σ0 (T ) ∩ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] = ∅，

故σ0 (T ) = σ0 (T ) ∩ σ (T ) = ∅. 由σ0 ( p (T ) ) ⊆ p (σ0 (T ) ) 知σ0 ( p (T ) ) = ∅.

又由于

{ λ ∈ ρSF (T ) ： n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ： n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] = ∅，

{ λ ∈ ρSF (T ) ： n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] = ∅，

从 而 { λ ∈ ρSF (T ) ： n (T - λI ) < d (T - λI ) } = { λ ∈ ρSF (T ) ：n (T - λI ) < d (T - λI ) } ∩ σ (T ) = ∅， 即 对 于

λ ∈ ρSF (T )，有 ind (T - λI ) ≥ 0，从而 ind ( p (T ) - λI ) ≥ 0.
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由证明知，任意λ，μ ∈ ρe (T )，ind (T - λI ) ⋅ ind (T - μI ) ≥ 0，故σw (⋅)满足谱映射定理（见定理 5（Harte 

et al.，1997））。 又 由 已 知 条 件 可 证 得 σ (T ) = σw (T )， 故 σw ( p (T ) ) = p (σw (T ) ) = p (σ (T ) ) 连 通 。 而

λ0 ∈ σ (T )，p (λ0 ) ∈ ∂D，且 p (λ0 ) ∈ p (σ (T ) ) = σw ( p (T ) ). 故由 σw ( p (T ) ) 与 ∂D均连通知 σw ( p (T ) ) ∪ ∂D连

通。由引理1知 p (T ) ∈ - -- -- ----- --HC (H ). 证毕

由定理3的证明可得：

推论 6   设 σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]连通。若多项式 p

满足 p (T ) 不为拟幂零算子，则存在 c ∈ C使得 cp (T ) ∈ - -- -- ----- --HC (H ).
结合推论6以及定理3，可得：

推论 7   设 σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ： n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]. 若 σ (T ) ∩ ∂D连

通，则T满足 (R ) 性质且T ∈ - -- -- ----- --HC (H ).
在推论 7 中，当 T满足 (R ) 性质且 T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 时，并不能推出 σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥

d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ].
例如：设A，B ∈ B (ℓ2 ) 定义为

A( x1，x2，x3，⋯) = (0，x1，x2，x3⋯)，                  B ( x1，x2，x3，⋯) = ( x2，x3，x4⋯)，
令T = ( )A 0

0 B
∈ B (ℓ2⊕ℓ2 ). 由于σa (T ) = σab (T ) = { λ ∈ C ： || λ ≤ 1}，π00 (T ) = ∅，于是T满足 (R ) 性质。根

据引理1可验证T ∈ - -- -- -- -- ----- -- --
HC (ℓ2⊕ℓ2 ). 但是σ (T ) = D，而

[ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] = { λ ∈ C ： || λ = 1}.
定理4   设T ∈ B (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质，T ∈ - -- -- ----- --HC (H )，T为 isoloid算子并且σw (T ) = σ (T )；
（ii）σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]且σ (T ) ∩ ∂D连通。

证明   （ii）⇒（i）。由推论 7 知 T满足 (R ) 性质且 T ∈ - -- -- ----- --HC (H ). 从定理 3 的证明中可知σw (T ) = σ (T ). 由于

{ λ ∈ iso σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∩ { [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] } = ∅，

于是

{ λ ∈ iso σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } = { λ ∈ iso σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∩ σ (T ) = ∅，

从而 iso σ (T ) ⊆ σp (T )，即T为 isoloid算子。

下面证明（i）⇒（ii）。对于任意 λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]，
断言λ0 ∉ σ1 (T ).

事实上，若 λ0 ∈ σ1 (T )，则 λ0 ∉ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) }，即 n (T - λ0 I ) < d (T - λ0 I )，从而

n (T - λ0 I )< +∞. 由 λ0 ∉ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] 及 T为 isoloid 算子知 0 < n (T - λ0 I ) < +∞，λ0 ∈ iso σ (T )，则

λ0 ∈ π00 (T ) 或者 T - λ0 I为上半 Fredholm 算子且 ind (T - λ0 I ) < 0. 由于 T满足 (R ) 性质且 T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 知
π00 (T ) = ∅且任给λ ∈ ρSF (T )，ind(T - λI ) ≥ 0. 于是得到了矛盾，从而断言成立。

由λ0 ∉ σ1 (T ) 以及σw (T ) = σ (T )，结合 ρ1 (T ) 定义可知，λ0 ∈ iso σ (T ) ∪ ρ (T ) 且 n (T - λ0 I ) < +∞.又由

T为 isoloid算子知λ0 ∈ π00 (T ) ∪ ρ (T ). 由T ∈ (R ) 即σa (T ) \σab (T ) = π00 (T ) 及T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 知σa (T ) = σab (T )，
π00 (T ) = ∅，故λ0 ∈ ρ (T )，即λ0 ∉ σ (T ).

这样就有 σ (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]. 反包含显然成立，

于是

σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ].
由T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 以及σ (T ) = σw (T ) 知σ (T ) ∩ ∂D连通。 证毕

由推论 7之后和定理 4之前的叙述可看出，在定理 4的（i）中，条件“σ (T ) = σw (T ) 以及 T为 isoloid算

子”是本质的，不能去掉。接下来，我们将这两个条件去掉，继续讨论算子T同时满足两个性质的条件。

定理5   设T ∈ B (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质且T ∈ - -- -- ----- --HC (H )；
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（ii） σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 } 且

σw (T ) ∩ ∂D连通。

证明   必要性。设 T满足 (R ) 性质且 T ∈ - -- -- ----- --HC (H ). 由引理 1 知 σw (T ) ∩ ∂D连通，σea (T ) = σw (T ) 且
σ (T ) = σb (T ) = σa (T ). 利用条件σea (T ) = σw (T ) 可知σ1 (T ) ∩ σea (T ) = σ1 (T ).

任给λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ： n (T - λI ) = 0 }，我们

断言此时λ0 ∉ σ (T ).
事实上，若λ0 ∈ σ (T )，则由λ0 ∉ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ]以及σ1 (T ) ∩ σea (T ) = σ1 (T ) 知，0 < n (T - λ0 I ) <

∞ 且存在 ε > 0 使得当 0 < || μ - λ0 < ε时，T - μI为 Weyl 算子并且 N (T - μI ) ⊆ ∩
n = 1

∞
R [ ](T - μI ) n . 由于

λ0 ∉ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ }，于是当 0 < || μ - λ0 充分小时，asc(T - μI ) < +∞. 这样类似于定理

1的证明，可得当0 < || μ - λ0 充分小时，T - μI可逆。这样就证得λ0 ∈ π00 (T ). 这就与π00 (T ) = ∅矛盾。

于是有

σ (T ) ⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.
反包含显然成立。故

σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.
充分性。显然 { λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ∩ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] = ∅. 根据半 Fredholm 算子的摄动定

理知，{ λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ⊆ int σw (T )，其中 int σw (T ) 表示σw (T ) 的内点的全体。于是

{ λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ∩ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } = ∅.

又由于

{ λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ⊆ [ ρa (T ) ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) > 0 } ]，
故

{ λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ∩ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 } = ∅.

这 样 { λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } = { λ ∈ ρSF (T ) ：ind (T - λI ) < 0 } ∩ σ (T ) = ∅， 即 任 给 λ ∈ ρSF (T )，
ind (T - λI ) ≥ 0.

由于 σ0 (T ) ∩ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] = ∅，σ0 (T ) ∩ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc (T - λI ) = +∞ } = ∅，σ0 (T ) ∩ { λ ∈ 

σa (T ) ： n (T - λI ) = 0 }，则可得σ0 (T ) = ∅.

于是根据引理1，T ∈ - -- -- ----- --HC (H ).又由于

σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 }
⊆ [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 }，

则 σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ σea (T ) ] ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 }. 根据定理 1 可

知T满足 (R ) 性质。 证毕

类似于推论2和定理5的证明，可以证明下列结论：

推论8   设T ∈ B (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质且T ∈ - -- -- ----- --HC (H )；
（ii） σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI) ≥ d (T - λI) } ] ∪ acc {λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI) = +∞ } ∪ { λ ∈ σa (T ) ：

n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ]且σ (T ) ∩ ∂D连通。

若 T ∈ - -- -- ----- --HC (H )，则 σ (T ) = σa (T ) 且 σea (T ) = σw (T ). 于是 σ1 (T ) ∩ σea (T ) = σ1 (T ). 根据 ρ1 (T ) 的定义，

此 时 acc { λ ∈ ρw (T ) ： asc(T - λI ) = +∞ } = acc { λ ∈ C ： asc(T - λI ) = +∞ }. 同 时 此 时 { λ ∈ σa (T ) ： n (T -
λI ) = 0 } = { λ ∈ σ (T ) ： n (T - λI ) = 0 }. 由定理5，可得：

推论9   设T ∈ B (H ). 若T ∈ - -- -- ----- --HC (H )，则下列叙述等价：

（i） T满足 (R ) 性质；

（ii）σ (T ) = σ1 (T ) ∪ acc { λ ∈ C ：asc(T - λI ) = +∞ } ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }；
（iii）σ (T ) = σ1 (T ) ∪ acc σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ： n (T - λI ) = 0 }.
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证明   由定理 5 可知（i）和（ii）的等价性。下面证明（i）和（iii）的等价性。设 T满足 (R ) 性质，则由推

论8知
σ (T ) = [ σ1 (T ) ∩ { λ ∈ C ：n (T - λI ) ≥ d (T - λI ) } ] ∪ acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ }

∪{ λ ∈ σa (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ∪ [ acc σ (T ) ∩ σc (T ) ] .
结合 acc { λ ∈ ρw (T ) ：asc(T - λI ) = +∞ } ⊆ acc σ (T ) 且σa (T ) = σ (T )，于是

σ (T ) ⊆ σ1 (T ) ∪ acc σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } .
反包含显然成立，则σ (T ) = σ1 (T ) ∪ acc σ (T ) ∪ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 }.

设（iii）成立，由 T ∈ - -- -- ----- --HC (H ) 知 σa (T ) = σab (T )，故只需要证明 π00 (T ) = ∅ 即可。由于 π00 (T ) ∩ 

σ1 (T ) ∪ acc σ (T ) ∪ [ { λ ∈ σ (T ) ：n (T - λI ) = 0 } ] = ∅，则 π00 (T ) = π00 (T ) ∩ σ (T ) = ∅. 于是 T满足 (R ) 性
质。 证毕
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